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Muestreo de Distribuciones



Muestreo de Distribuciones

𝒳︀ ≡ Espacio de estados (discreto, ℝ𝐷, un grafo, …)

Distribución de probabilidad con función de densidad 𝜈 : 𝒳︀ → ℝ+.

𝜈(𝑥) = 𝑍−1𝜈∼(𝑥), 𝑍 = ∫
𝒳︀

𝜈∼(𝑥)d𝑥

Suponemos: podemos evaluar 𝜈∼ : 𝒳︀ → ℝ+ eficientemente, pero no 

podemos evaluar 𝑍 .

Objetivo 1 (muestrear): obtener muestras de 𝜈: 𝑋 ∼ 𝜈.

Objetivo 2 (calcular esperanzas): dada una función 𝑓 : 𝒳︀ → ℝ, 

calcular 𝔼𝑋∼𝜈 [𝑓(𝑋)].



Muestreo de Distribuciones: ¿para qué?

Formulación física. 𝑈 : 𝒳︀ → ℝ energía potencial; 

codifica la física del sistema.

𝜈(𝑥) = 𝜈∼(𝑥)
𝑍

, 𝜈∼(𝑥) = exp(−𝑈(𝑥)).

Molecular Dynamics.

> 𝒳︀  contiene configuraciones de una molécula: 𝒳︀ =
ℝ3×𝑁 , 𝑁 ≡ número de átomos.

> 𝑈(𝑥) modela interacciones entre distintos átomos.

> 𝔼[𝑓(𝑋)] ≡ Velocidad de reacción, afinidad de 

unión, propiedades de materiales, …

Fuente Fuente Fuente

https://www.mdpi.com/2075-1729/12/8/1188
https://www.pnas.org/doi/10.1073/pnas.0608432104
https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0006349512007874


Muestreo de Distribuciones: ¿para qué?

Bayes. 𝜈 es una distribución a posteriori:

𝜈(𝑥) = 𝑝(𝑥 | 𝑦) = 𝑝(𝑦 | 𝑥)𝑝(𝑥)
𝑝(𝑦)

.

Imaging Inverse Problems.

> 𝒳︀  contiene imágenes: 𝒳︀ = ℝ3×𝐻×𝑊 .

> 𝑦 es una señal degradada observada.

> 𝑥 es la imagen limpia.

> 𝑦 = 𝐺(𝑥) → 𝑝(𝑦 | 𝑥).

Imagen tomada de estas diapositivas. Vídeo explicativo.

https://www.saifsyed.com/teaching/lectures/lecture1/lecture1.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=z1VxC0J6rzA


Markov Chain Monte Carlo (MCMC)



Markov Chain Monte Carlo (MCMC)

Idea.

1. Construir una Cadena de Markov (MC) {𝑋𝑡} que sea 𝜈-invariante.

2. Considerar el estimador Monte Carlo (MC):

𝑆𝑇 (𝑓) = 1
𝑇

∑
𝑇

𝑡=1
𝑓(𝑋𝑡).

3. Aproximar 𝔼𝑋∼𝜈 [𝑓(𝑋)] ≈ 𝑆𝑇 (𝑓) para 𝑇  muy grande.

¿Por qué? Bajo ciertas hipótesis sobre {𝑋𝑡}, se cumple:

lim
𝑡→∞

Dist(𝑋𝑡) = 𝜈,

lim
𝑇→∞

𝑆𝑇 (𝑓) = 𝔼𝑋∼𝜈 [𝑓(𝑋)].



MCMC: Kernels de Markov

(𝒳︀ , ℱ︀) espacio medible. 𝒫︀(𝒳︀) conjunto de distribuciones de probabilidad sobre 𝒳︀ .

Un Kernel de Markov 𝐾 : 𝒳︀ × 𝒳︀ → [0, 1] es una función tal que:

1. Para cada 𝑦 ∈ 𝒳︀ , 𝑥 ↦ 𝐾(𝑦, 𝑥) es medible.

2. Para cada 𝑥 ∈ 𝒳︀ , 𝑦 ↦ 𝐾(𝑦, 𝑥) ∈ 𝒫︀(𝒳︀).

Probabilidad condicional.

> 𝐾(𝑦, 𝑥) es la densidad de la probabilidad condicional de 𝑌  dado 𝑋 = 𝑥.

> Instrucciones para obtener 𝑌 ∼ 𝐾(⋅, 𝑥) desde el estado 𝑋 = 𝑥.

Ejemplo. 𝒳︀ = {𝑥1, …, 𝑥𝑁} discreto, podemos identificar:

𝐾 ≡ [𝐾(𝑥𝑖, 𝑥𝑗)]1≤𝑖,𝑗≤𝑁
.

¡Es la matriz de transición de una Cadena de Markov!



MCMC: Kernels de Markov

Los kernels modifican distribuciones: dada 𝜇 ∈ 𝒫︀(𝒳︀), definimos 𝐾𝜇 ∈ 𝒫︀(𝒳︀) como:

(𝐾𝜇)(𝑦) = ∫
𝒳︀

𝐾(𝑦, 𝑥)𝜇(𝑥)d𝑥.

Ejemplo. 𝒳︀ = {𝑥1, …, 𝑥𝑁} discreto:

𝐾𝜇 =

[



𝐾(𝑥1, 𝑥1)

𝐾(𝑥2, 𝑥1)
⋮

𝐾(𝑥𝑁 , 𝑥1)

𝐾(𝑥1, 𝑥2)
𝐾(𝑥2, 𝑥2)

⋮
𝐾(𝑥𝑛, 𝑥2)

…
…
⋱
…

𝐾(𝑥1, 𝑥𝑁)
𝐾(𝑥2, 𝑥𝑁)

⋮
𝐾(𝑥𝑛, 𝑥𝑁)]






[

𝜇(𝑥1)

⋮
𝜇(𝑥𝑁)]




Medidas invariantes. 𝐾 es 𝜇-invariante si 𝐾𝜇 = 𝜇.



MCMC: Kernels de Markov

Podemos componer kernels: para 𝑡 ≥ 1:

𝐾0𝜇 ≔ 𝜇,
𝐾𝑡𝜇 ≔ 𝐾(𝐾𝑡−1𝜇), 𝑡 ≥ 1

Ejemplo. 𝒳︀ = {𝑥1, …, 𝑥𝑁} discreto:

𝐾𝑡𝜇 =

[



𝐾(𝑥1, 𝑥1)

𝐾(𝑥2, 𝑥1)
⋮

𝐾(𝑥𝑁 , 𝑥1)

𝐾(𝑥1, 𝑥2)
𝐾(𝑥2, 𝑥2)

⋮
𝐾(𝑥𝑛, 𝑥2)

…
…
⋱
…

𝐾(𝑥1, 𝑥𝑁)
𝐾(𝑥2, 𝑥𝑁)

⋮
𝐾(𝑥𝑛, 𝑥𝑁)]






𝑡

[

𝜇(𝑥1)

⋮
𝜇(𝑥𝑁)]




Medidas invariantes. Si 𝐾 es 𝜇-invariante, entonces 𝐾𝑡𝜇 = 𝜇.



MCMC: Kernels ⟷ Cadenas de Markov

Dado un kernel 𝐾 , construimos una Cadena de Markov (𝑋0, 𝑋1, …) aplicando 𝐾:

𝑋0 ∼ 𝜇ref, 𝑋𝑡 ∼ 𝐾(⋅, 𝑋𝑡−1).

¿Y al revés?

> Si la cadena es homogénea, las transiciones definen el kernel.

> Si no, el kernel depende del tiempo: 𝐾𝑡(𝑦, 𝑥).

Evolución de la distribución.

Dist(𝑋𝑡) = 𝐾𝑡𝜇ref



MCMC: Random Walk (RW)

𝒳︀ = ℝ2, 𝐾(𝑦, 𝑥) = 𝒩︀(𝑦 | 𝑥, 𝜎2𝐼),

𝑋𝑡 ∼ 𝐾(⋅, 𝑋𝑡−1) ⇔ 𝑋𝑡 = 𝑋𝑡−1 + 𝜎𝜀, 𝜀 ∼ 𝒩︀(0, 𝐼).
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MCMC: Kernels invariantes

Recuerda. Queremos muestrear de 𝜈 ∈ 𝒫︀(𝒳︀).

Estrategia.

1. Diseñamos un kernel 𝐾 que sea 𝜈-invariante.

2. Tomamos 𝑋0 ∼ 𝜇ref.

3. Aplicamos 𝐾 en cada paso: 𝑋𝑡 ∼ 𝐾(⋅, 𝑋𝑡−1).

¿Cómo diseñar kernels invariantes? Si 𝐾 cumple la siguiente condición:

𝐾(𝑦, 𝑥)𝜈(𝑥) = 𝐾(𝑥, 𝑦)𝜈(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝒳︀ , (Balance Detallado)

entonces 𝐾 es 𝜈-invariante. Prueba:

(𝐾𝜈)(𝑦) = ∫
𝒳︀

𝐾(𝑦, 𝑥)𝜈(𝑥)d𝑥 = ∫
𝒳︀

𝐾(𝑥, 𝑦)𝜈(𝑦)d𝑥 =

= 𝜈(𝑦) ∫
𝒳︀

𝐾(𝑥, 𝑦)d𝑥 = 𝜈(𝑦).



MCMC: Convergencia

Recuerda. Queremos muestrear de 𝜈 ∈ 𝒫︀(𝒳︀).

Estrategia.

1. Diseñamos un kernel 𝐾 que sea 𝜈-invariante.

2. Tomamos 𝑋0 ∼ 𝜇ref.

3. Aplicamos 𝐾 en cada paso: 𝑋𝑡 ∼ 𝐾(⋅, 𝑋𝑡−1).

¿Llegaremos en algún momento a 𝜈? Es decir, ¿la distribución de 𝑋𝑡 será 𝜈 para algún 𝑡?

No se aleja. Para cualquier 𝜇 ∈ 𝒫︀(𝒳︀):

Distancia(𝜈, 𝐾𝜇) ≤ Distancia(𝜈, 𝜇).

Convergencia. Bajo ciertas condiciones:

lim
𝑡→∞

Distancia(𝜈, 𝐾𝑡𝜇) = 0, lim
𝑇→∞

1
𝑇

∑
𝑇

𝑡=1
𝑓(𝑋𝑡) = 𝔼𝑋∼𝜈 [𝑓(𝑋)].



Metropolis-Hastings (MH)



Metropolis-Hastings

Fuente

https://bayes.wustl.edu/Manual/EquationOfState.pdf


Metropolis-Hastings (MH)

Recuerda. Queremos muestrear de 𝜈 ∈ 𝒫︀(𝒳︀).

Idea. Proponer movimientos. Aceptarlos / Rechazarlos para preservar 𝜈.

> 𝑄(𝑦, 𝑥) es un kernel que podemos evaluar y muestrear.

Kernel MH. Dada la posición actual 𝑋𝑡−1:

1. Proponer: 𝑌𝑡 ∼ 𝑄(⋅, 𝑋𝑡−1).
2. Calcular la «probabilidad de aceptación»:

𝐴(𝑋𝑡−1, 𝑌𝑡) = 𝜈(𝑌𝑡)𝑄(𝑋𝑡−1, 𝑌𝑡)
𝜈(𝑋𝑡−1)𝑄(𝑌𝑡, 𝑋𝑡−1)

= 𝜈∼(𝑌𝑡)𝑄(𝑋𝑡−1, 𝑌𝑡)
𝜈∼(𝑋𝑡−1)𝑄(𝑌𝑡, 𝑋𝑡−1)

3. Aceptar / Rechazar:

𝑋𝑡 = {𝑌𝑡 con probabilidad min(1, 𝐴(𝑋𝑡−1, 𝑌𝑡))
𝑋𝑡−1 en otro caso



Random Walk Metropolis-Hastings (RWMH)

𝒳︀ = ℝ𝐷, 𝑄(𝑦, 𝑥) = 𝒩︀(𝑦 | 𝑥, Σ).

La probabilidad de aceptación queda:

𝐴(𝑋𝑡−1, 𝑌𝑡) = 𝜈(𝑌𝑡)𝑄(𝑋𝑡−1, 𝑌𝑡)
𝜈(𝑋𝑡−1)𝑄(𝑌𝑡, 𝑋𝑡−1)

= 𝜈∼(𝑌𝑡)
𝜈∼(𝑋𝑡−1)

,

Ejemplo. https://www.saifsyed.com/sampling-demo/app.html

https://www.saifsyed.com/sampling-demo/app.html


Metropolis Adjusted Langevin Algorithm (MALA)

Las propuestas de RWMH: 𝑌 = 𝑋 + 𝜀.

> La mayoría de los movimientos propuestos son rechazados.

> No usa información sobre 𝜈.

Langevin Proposal. Proponer movimientos 

hacia zonas de alta probabilidad:

𝑌 = 𝑋 + 𝜂
2
∇ log 𝜈(𝑋) + √𝜂𝜀, 𝜀 ∼ 𝒩︀(0, 𝐼)

𝑄(𝑦, 𝑥) = 𝒩︀(𝑦 | 𝑥 + 𝜂
2
∇ log 𝜈(𝑥), 𝜂𝐼)

Ejemplo. https://www.saifsyed.com/sampling-

-demo/app.html

x

x + f(x)

https://www.saifsyed.com/sampling-demo/app.html
https://www.saifsyed.com/sampling-demo/app.html
https://www.saifsyed.com/sampling-demo/app.html


Comentarios Finales



Comentarios Finales

> Hemos visto la punta del iceberg.

> Queda mucho más…

>> Multimodality and mode trapping

>> Mixing time

>> Annealing-based methods

>> Convergence diagnostics

>> Adaptative MCMC

>> …

> Si queréis más info: fcastro@ugr.es

Recursos.

> Estas diapositivas están basadas en la 

introducción al curso «Scalable 

Sampling» (STAT 547E) de la University of 

British Columbia (Link).

> Unas notas formalizando todo lo anterior y 

mucho más (Link).

https://www.saifsyed.com/teaching/stat547e.html
https://www.stat.umn.edu/geyer/f05/8931/n1998.pdf
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